Kompleksna analiza

Pavle Pandzi¢, 3. predavanje
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Takoder smo vidjeli da holomorfna funkcija na € ne mora imati
primitivnu funkciju na Q. (Primjer: 1/z na C\ {0}.) Ako je
medutim skup Q zvjezdast (definicija slijedi), onda ¢e holomorfna
funkcija na € uvijek imati primitivnu funkciju na Q.
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Zvjezdasti skupovi

Skup Q C C je zvjezdast ako postoji zy € €2 sa svojstvom da je
[20,2] C Q zasve z € Q.

Tolku zg s ovim svojstvom nazivamo centrom zvjezdastog skupa
Q.

Na primjer, trokut i krug su zvjezdasti skupovi, dok kruZni vijenac
to nije.

U slu€aju kruga i trokuta, za to¢ku zg moZemo uzeti bilo koju
tocku trokuta, odnosno kruga.

Uocite da je svaki konveksan skup zvjezdast, dok obratno ne vrijedi
(primjer: zvijezda).
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Cauchyjev teorem za zvjezdasti skup

Neka je Q zvjezdast skup i f : Q — C derivabilna funkcija. Tada f
ima primitivnu funkciju na €.

Dokaz. Primitivna funkcija F za f konstruira se na sljedeéi na&in.

Neka je zy € Q centar zvjezdastog skupa Q2. Tada je [z, z] C Q za
sve z € ), pa mozemo definirati funkciju

F:Q—C, F(z):/ f.

[20 72]

PokaZimo da je to doista primitivna funkcija, odnosno da je
F'(z) =f(2),z€ Q.
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Uzmimo neki z € Q. Kako je Q otvoren, moZemo naéi r > 0 takav
da je K(z,r) C Q.

Za sve h € K(0,r) vrijedi z+h € K(z,r), paondai[z,z+ h] C Q.
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Kako je Q2 zvjezdast (sa sredistem zp), to je

[20,w] CQ, Vwe€[z,z+ h].



Kako je Q2 zvjezdast (sa sredistem zp), to je

[20,w] CQ, Vwe€[z,z+ h].

Trokut
Ay =<2zy,z,z+ h >

s vrhovima zp, z, z + h je unija segmenata kao gore, pa je Citav taj
trokut sadrzan u Q.
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Sada nam Goursat-Pringsheimov teorem daje

/ f=0, YheK(0,r). (1)
0A

Rub trokuta Aj sastoji se od segmenata [z, z|, [z,z+ h] i
[z + h, z0], pa slijedi da za svaki h € K(0, r) vrijedi

o:/ f:/ f+/ f+/ f.
0N [0,2] [z,z+h] [z+h,z0]

Odatle je

/ f:/ f—/ f=F(z+h)— F(2).
[z,z+h] [z0,z+h] [20,2]
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Flz) — tim FEENZFE) 1/ f
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1t ,
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Sada ponavljamo ratun proveden u dokazu Cauchyjevog teorema
za derivaciju:

Flz) — tim FEENZFE) 1/ f
h—0 h h—0 h [z,z+h]

1t ,
= ;Llnoh/o f(z+ th)(z + th)'dt

1
= lim / f(z + th)dt = ( f je neprekidna )
0

h—0
1 1
= / lim f(z + th)dt = f(z)/ dt = f(z).
o h—0 0

Time je dokaz gotov.
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Primjer

Funkcija f : C\ {0} — C definirana kao f(z) = 1 je derivabilna na
C\{0}if(z)=—-%.
Vec smo uotili da f nema primitivnu fukciju na C\ {0}.

Sjetimo se, zahvaljujuéi Cauchyjevom teoremu za derivaciju
dovoljno je bilo pronaéi po dijelovima gladak zatvoren put v u
C\ {0} takav da je [ 7dz #0.

Primjer takvog puta je
v:[0,27] = C\ {0}, ~(t) = re",

gdje je r bilo koji pozitivan broj.
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Promatrajmo sada restrikciju funkcije f, odnosno, uzmimo manju
domenu, neku koja ne sadrzi upravo spomenute kruZnice.

Uzmimo Q :=C\ (—o0,0] C C\ {0}.

Otito je Q zvjezdast skup, jer za npr. zg = 1 vrijedi [z, z] C 2 za
sve z € Q.

Prema Cauchyjevom teoremu za zvjezdast skup zakljuujemo da
f(z) = L ima primitivnu funkciju na €.

Jo% znamo i to da je primitivna funkcija zadana formulom

- [ o

gdje je v, proizvoljan po dijelovima gladak put u Q od z do z.
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Odaberimo ~, koji se sastoji od segmenta [1, r], gdje je r = |z|, te
luka kruznice 9K (0, r) od r do z (luk ne smije sijeéi negativni dio
x-0si).

Tada je

F 1 ! 1 Deyde+ [ L (reieyd
(z2) = /01+(r—1)t( + (r—1)1) H‘/O re,-sa(fe )'dep

= Inr+ijarg(z) =Inz.

Time smo pokazali da je

(Inz) = %, Vz € C\ (—o0,0].
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Neka je f : K(zo,r) — C neprekidna funkcija takva da je
Joa f =0 za sve trokute A C K(zo, r). DokaZite da tada f ima
primitivnu funkciju.

Uputa: Analizirajte dokaz Cauchyjevog teorema za zvjezdast skup i
uocite da nam je derivabilnost od f trebala samo da bismo mogli
primijeniti Goursat-Pringsheimov teorem i dobiti da je faA f=0
za sve trokute A C K(zp, r), §to je u ovom zadatku
pretpostavljeno da ve¢ vrijedi.

Napomena: Kasnije ¢emo vidjeti da postojanje primitivne funkcije
za f povladi holomorfnost od f, pa ¢e iz ovog zadatka odmah
slijediti Morerin teorem koji ée nam trebati da vidimo da su izvjesni
limesi nizova holomorfnih funkcija takoder holomorfne funkcije.



Korolar (Tehni¢ka napomena).
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Korolar (Tehni¢ka napomena).

Neka je f : K(zp,r) — C neprekidna funkcija. Pretpostavimo da je
f derivabilna na K(zp,r) \ {w}, gdje je w neka totka u K(zo,r).
Tada f ima primitivnu funkciju na K(z, r).

Dokaz. Neka je F : K(zg,r) — C definirana s

Pokazimo da vrijedi F'(z) = f(z), z € K(zo, r).



Dovoljno je dokazati da je faA f = 0 za svaki trokut

A= {w,z,Z) C K(z,r),



Dovoljno je dokazati da je faA f = 0 za svaki trokut

A= {w,z,Z) C K(z,r),

jer nakon toga mozZemo nastaviti kao u dokazu Cauchyjevog
teorema za zvjezdasti skup



Dovoljno je dokazati da je faA f = 0 za svaki trokut

A= {w,z,Z) C K(z,r),

jer nakon toga mozZemo nastaviti kao u dokazu Cauchyjevog
teorema za zvjezdasti skup

(dio nakon formule (1); primijetite da su oznake drukdije jer je
trokut (zg, z, z + h) sada zamijenjen trokutom (w, z, z’)).



Odaberimo bilo koje totke z; € [w, z] i z, € [w, Z'].
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Tada je

[ e e
o(w,z,z’) O(w,z1,2) 0(z1,2,22) 0(z,z,2)



Prema Goursat-Pringsheimovom teoremu je
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Prema Goursat-Pringsheimovom teoremu je

/ f= / f=0,
0(z1,2,22) z,2! ,z0)

jer su trokuti (z1,z,z) i (z,Z/, z) sadrzani u K(zp,r) \ {w}, gdje
je f derivabilna.

Zato je

/ f :/ f, Vz € [w,z],Vz € [w, 7]
O(w,z,z’) O(w,z1,2)

Tvrdimo da za z; — w, z» — w integral s desne strane zadnje
jednakosti tezi u 0.



Naime, zbog neprekidnosti f u w, f moZemo ograniciti brojem M
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Naime, zbog neprekidnosti f u w, f moZemo ograniciti brojem M
na nekom krugu K(w, p) C K(z,r).

Za z,z0 € K(w, p), trokut (w, z1, z2) je sadrzan u K(w, p), pa
fundamentalna ocjena daje

/ f
O(w,z1,22)

StoteZiuOzazg > w, 20— w.

Slijedi da je

< M opseg(w, z1, z2),
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Neka je sada v : [0,27] — C,(t) = zo + re’t parametrizacija
kruznice sa sredistem u zp radijusa r.
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Neka je sada v : [0,27] — C,(t) = zo + re’t parametrizacija
kruznice sa sredistem u zp radijusa r.

Tada je
[ =0 nz1
- (z—2z0)"

jer podintegralna funkcija ima primitivhu funkciju na otvorenom
skupu C\ {z}.

Za n =1 direktno (tj. po definiciji integrala) izratunamo da je

d
/ z = 2mi.
’YZ_ZO

U sljedeéoj lemi éemo vidjeti da vrijednost integrala ostaje ista i
ako umjesto sredista kruZnice zp stavimo bilo koju to¢ku kruga
K(zo, r).




Lema

Neka je v : [0,27] — C,~(t) = zo + ret. Tada je

/ dz =2mi, Yw € K(z,r).
g
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Lema

Neka je v : [0,27] — C,~(t) = zo + re't. Tada je

zZ— W

/ dz =2mi, Yw € K(z,r).
.

Dokaz. Neka je w # zy i 0 > 0 takav da je zp ¢ K(w,J) i
K(w,?d) C K(z,r).



Lema

Neka je v : [0,27] — C,~(t) = zo + re't. Tada je

zZ— W

/ dz =2mi, Yw € K(z,r).
.

Dokaz. Neka je w # zy i 0 > 0 takav da je zp ¢ K(w,J) i
K(w,?d) C K(z,r).

Neka je o parametrizacija kruznice 0K(w,d) dana s

a:[0,27] = C, oft) = w4+ de’.






Neka je v1 krivulja koja se sastoji od luka kruZnice v kroz tocke
F, M, E, zatim od segmenta [E, G], pa od luka kruZnice « kroz
totke G, P, H i na kraju od segmenta [H, F].



Neka je v1 krivulja koja se sastoji od luka kruZnice v kroz tocke
F, M, E, zatim od segmenta [E, G], pa od luka kruZnice « kroz
totke G, P, H i na kraju od segmenta [H, F].

Neka je v2 krivulja koja se sastoji od luka kruZnice v kroz tocke
E, N, F, zatim od segmenta [F, H], pa od luka kruZnice « kroz
totke H, R, G i na kraju od segmenta [G, E].



Otito je

[712

o |
dz +
w 72

1

zZ— W

dz

/

1

zZ—Ww

dz—/
o Z




Otito je

/ ! dz+/ 1 dz:/ ! dz—/ ! dz.
wZ—w 2= W yZ—W 0wZ—Ww

Oba integrala s lijeve strane su jednaka nuli (iz C izbacimo neku
zraku iz w koja ne sijeCe 1 i to je zvjezdasti skup na kojem je
funkcija z — ﬁ derivabilna, pa je po Cauchyjevom teoremu za
zvjezdaste skupove integral po 71 jednak 0. Analogno za 7).




Zato je




Zato je

1 1
/ dz:/ dz.
N Z— W wZ—Ww

Kako je w srediSte kruZnice a, to prema napomenama iznad ove
leme imamo [ —1_dz = 2ni, odakle je

1
/ dz = 27i. O
N Z—w




Teorem (Cauchyjeva integralna formula za krug).

Neka je f : Q — C derivabilna funkcija i K(zo,r) C K(z0, R) C Q.



Teorem (Cauchyjeva integralna formula za krug).

Neka je f : Q — C derivabilna funkcija i K(zo,r) C K(z0, R) C Q.
Tada je

f(z) = L /f(w) dw, Vze K(z,r),
v

2mi w—z

gdje je v : [0,27] — C,y(t) = zo + re'.



Dokaz. Fiksirajmo z € K(zo, r). Definiramo funkciju
g : K(z0,R) — C kao

f(w)—f(z) .
g(W):{ w—z w# z;

f'(z), w=z.
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g : K(z0,R) — C kao

f(w)—f(z) .
g(W):{ w—z w# z;

f'(z), w = z.

Funkcija g je derivabilna na K(z, R) \ {z}, te neprekidna na
cijelom K(zp, R).



Dokaz. Fiksirajmo z € K(zo, r). Definiramo funkciju
g : K(z0,R) — C kao

f(w)—f(z) .
g(W):{ w—z w# z;

f'(z), w = z.
Funkcija g je derivabilna na K(zp, R) \ {z}, te neprekidna na
cijelom K(zp, R).

Prema Tehnitkoj napomeni funkcija g ima primitivnu funkciju na
K(zo0,R)izatoje [ g =0.
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odakle slijedi tvrdnja.



Pokazat e se da je Cauchyjeva integralna formula (CIF) kljuna
tvrdnja o holomorfnoj funkciji f, jer je podintegralna funkcija u
formuli vrlo jednostavna kao funkcija od z.



Pokazat e se da je Cauchyjeva integralna formula (CIF) kljuna
tvrdnja o holomorfnoj funkciji f, jer je podintegralna funkcija u
formuli vrlo jednostavna kao funkcija od z.

Sljedeéi put ¢emo vidjeti da deriviranjem ispod znaka integrala
dobivamo postojanje svih derivacija funkcije f, kao i formulu
(generalizirana CIF) za te derivacije.



Pokazat e se da je Cauchyjeva integralna formula (CIF) kljuna
tvrdnja o holomorfnoj funkciji f, jer je podintegralna funkcija u
formuli vrlo jednostavna kao funkcija od z.

Sljedeéi put ¢emo vidjeti da deriviranjem ispod znaka integrala
dobivamo postojanje svih derivacija funkcije f, kao i formulu
(generalizirana CIF) za te derivacije.

Kasnije ¢emo vidjeti da se koriste¢i CIF funkciju f moZe razviti u
red potencija.



